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C.F. Gauÿ' Präzisionsmessungen terrestris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seine Überlegungen zur empirishen Fundierung der
Geometrie in den 1820er Jahren
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Zusammenfassung
In the historial literature there has been an extended disussion
on the question, whether the report of Sartorius von Waltershausen
about C. F. Gauss heking the largest triangle of the geodetial mea-
surement ampaign in the kingdom of Hannover as a kind of test
for the Eulididean nature of physial spae an be taken seriously or
not. Among others, it was argued that it even was logially impossi-
ble for Gauss to do so in the early 1820s (i.e. in partiular, before J.
Bolyai's, N.I. Lobahevsy's, or even B. Riemann's works). This artile
shows, in whih sense Gauss's methodology of urvature of surfaes,
although logially developed in all larity only for surfaes embedded
in Eulidean 3-spae, ould very well be used already in the early 1820
to investigate the above mentioned question in the sense of physial
geometry. Although we do not have a denitive proof of the respetive
alulations by Gauss's own hand, the latter's aount of the situa-
tion to ontemporaries (orrespondents, friend and students) hanged
learly between the early and the late 1820s. That speaks very muh
in favour of a basi orretness of Sartorius von Waltershausen's report
on this topi.
1. Zum Stand der historishen Diskussion
In dem von unserem Jubilar herausgegebenen Sammelband zum 200. Geburt-
stag von Carl Friedrih Gauÿ (Shneider 1981) stellte H. Gerike die Gauÿshen
Überlegungen zur Rolle der harakteristishen Konstante C > 0 der nih-
teuklidishen Geometrie dar. In dierentialgeometrisher Sprahe wird durh
sie die Krümmung harakterisiert, κ = −C, und die Winkelsumme eines
Dreieks weiht bei gegebener Konstante C um einen vom Fläheninhalt F
abhängigen Betrag ǫ vom euklidishen Wert ab,
ǫ = 180◦ − (α+ β + γ) = C · F.
Herr Gerike zitierte in diesem Kontext aus einem Brief vom 8. 11. 1824
des damaligen Jubilars, Gauÿ, an Taurinus : Wäre die Niht-Euklidishe
Geometrie die wahre, und jene Constante in einigem Verhältnisse zu solhen
Gröÿen, die im Bereih unserer Messungen auf der Erde oder am Himmel
liegen, so lieÿe sie sih a posteriori ausmitteln (Gauss Werke, VIII, 186-
188). H. Gerike gab zu dieser treenden Bemerkung über die Möglihkeit
einer empirishen Ausmittelung der physikalishen Raumkrümmung den
Kommentar:
1
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Man könnte z.B. die Winkelsumme in einem Dreiek messen.
Da der Defekt [oben als ǫ bezeihnet, E.S.℄ dem Fläheninhalt
proportional ist, muÿ man ein möglihst groÿes Dreiek wählen.
Gauÿ wählte bekanntlih das Dreiek Broken  Inselsberg  Ho-
her Hagen, dessen gröÿte Seite a. 105 km lang ist, und das
Ergebnis war bekanntlih: Der Untershied der Winkelsumme
von 180◦ war jedenfalls kleiner als der Meÿfehler.2 Also: entwed-
er ist die euklidishe Geometrie wahr oder das Dreiek war immer
noh zu klein. Die um eine Entsheidung befragte Natur hatte
die Antwort verweigert. (Gerike 1981, 129)
Dieser Kommentar gab die bis Anfang der 1970er Jahre weitgehend unum-
strittene Auassung über die (geometrish) grundlagentheoretishe Auswer-
tung der geodätishen Messungen durh Gauÿ wieder. Um diese Zeit wurde
jedoh unter einigen Wissenshaftshistorikern die Verlässlihkeit der Über-
lieferung in diesem Punkt angezweifelt. Gauÿ hatte sih in den uns über-
lieferten shriftlihen Äuÿerungen nie denitiv zu dieser speziellen Frage einer
raumstrukturellen Auswertung seiner geodätishen Messungen geäuÿert. Die
angegebene Auassung basierte also neben einer naheliegenden historishen
Extrapolation aus anderen Quellen, wie der oben zitierten Korrespondenz,
auf den Anmerkungen des Zeitzeugen und Freundes von C.F. Gauÿ, Sarto-
rius von Waltershausen, der in seinem Band Gauÿ zum Gedähtnis kurz nah
dessem Tod berihtet hatte:
Die Geometrie betrahtete Gauss nur als ein onsequentes Gebäude
nahdem die Parallelentheorie als Axiom an der Spitze zugegeben
sei: er sei indess zur Überzeugung gelangt, dass dieser Satz niht
bewiesen werden könne, doh wisse man aus der Erfahrung z.B.
aus den Winkeln des Dreieks Broken, Hohenhagen, Inselsberg,
dass er näherungsweise rihtig sei. Wolle man dagegen das genan-
nte Axiom niht zugeben, so folge daraus eine andere ganz selb-
stständige Geometrie, die er gelegentlih ein Mal verfolgt und mit
dem Namen Antieuklidishe Geometrie bezeihnet habe. (Sartorius von
Waltershausen 1856, 81)
An anderer Stelle päzisierte Sartorius die vage, für sih genommen niht
sonderlih aufshlussreihe Aussage näherungsweise rihtig durh eine An-
merkung zu Gauÿ' neu entwikeltem geodätishen Präzisionsmessinstrument,
dem Heliotrop:
Das Heliotrop fand sogleih bei der Hannövershen Triangulation
seine volle Anwendung und das grosse Dreiek, vielleiht noh
2
Gauÿ hatte im Jahre 1823, also im Vorjahr des zitierten Briefes an Taurinus, das
erwähnte Dreiek mit einer bis dahin niht erreihten Präzision ausgemessen und eine
Abweihung der Winkelsumme von etwa 0,6 erhalten; weitere Details siehe unten. Anm.
E.S.
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das grösste, welhes gemessen worden ist, nämlih zwishen dem
Broken, dem Inselsberg und dem Hohenhagen, wurde mit Hülfe
desselben so genau gemessen, dass die Summe der drei Winkel
nur etwa um zwei Zehntheile einer Seunde sih von zwei Rehten
entfernt. (Sartorius von Waltershausen 1856, 53)
Diese Präzisierung, ungefähr zwei Zehntheile einer Seunde, ist ein deutlih-
er Hinweis auf ein von Gauÿ in mündlihen Gesprähen mitgeteiltes Präzi-
sionsmaÿ bei der Auswertung seiner Messungen. Es wäre sehr befremdlih
zu unterstellen, dass der Berihterstatter eine solhe Angabe einer Fehler-
shranke erfunden und seinem Beriht zugefügt hätte. Es bleibt aber zu
klären, um welhe Art der Fehlershranke es Gauÿ bei der von Sartorius
zitieren Bemerkung ging oder gehen konnte. Wir werden darauf zurük-
zukommen haben.
Im Jahre 1972 stellte der damals junge Physikhistoriker A. Miller in
einem Artikel in Isis die bis dahin weitgehend unangefohtene Darstellung
des Sartorius von Waltershausen in Frage (Miller 1972). Dieser Artikel
erzielte eine durhshlagende Wirkung. In einem anderen, von K. Reih
verfassten, Beitrag zum selben Sammelband, in dem H. Gerike auf die
wohlbekannte Geshihte der Auswertung verwies, fügte die Autorin der
Wiedergabe der ersten der beiden oben wiedergegebenen Zitatstellen bei
Sartorius folgende kritishe Bemerkung an:
In der Sekundärliteratur sind oftmals Bemerkungen der Art zu
nden, daÿ Gauÿ bei der Vermessung dieses Dreieks die wahre
Struktur des Raumes, sei er euklidish oder nihteuklidish in
Erfahrung bringen wollte. Da Gauÿ selbst diese Verbindung
niht ausdrüklih hergestellt hat, ist diese Interpretation vor
einigen Jahren sowohl angezweifelt als auh bestätigt und wieder
angezweifelt worden. (Reih 1981, 104f.)
Damit wiedersprah sie oen, wenn auh zurükhaltend der Darstellung von
Herrn Gerike im selben Band. Zwar enthielt sie sih einer eigenen Stellung-
nahme zu diesem Problem, verwies in einer Anmerkung aber auf die damals
vorliegende Literatur.
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Bei einer anderen Gelegenheit habe ih selber shon
kurz erklärt, warum ih die gegen die Darstellung des Sartorius von Walter-
shausen vorgetragenen Zweifel niht teile, also in K. Reihs Formulierung die
erwähnte Geshihte als wieder bestätigt ansehe (Sholz 1992, 643f.). Die
Diskussion unter Wissenshaftshistorikern wurde also fortgeführt, jedoh,
wie es sheint, mit weiterhin oenem Ergebnis. Die detaillierteste, höhst
sahkundige Darstellung ndet sih bis heute bei (Breitenberger 1984); sie
beshränkt sih allerdings darauf zu belegen, was Gauÿ tatsählih getan
hat und was man ihm ungestraft nahsagen darf.
4
Dabei entsteht ein
3
K. Reih gab folgende Literaturstellen an: (Miller 1972) (angezweifelt), (Goe 1974,
van der Waerden 1974) (bestätigt) und (Miller 1974) (wieder angezweifelt).
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Persönlihe Mitteilung E. Breitenberger an den Autor, 18. 02. 2003.
3
 aus meiner Siht übertrieben  skeptishes historishes Gesamtbild der
Gauÿshen Perspektive.
5
Die derzeitige Situation lässt sih wohl am besten so zusammenfassen:
Unter Wissenshaftshistorikern wird tendenziell eher bezweifelt als akzep-
tiert, dass Gauÿ seine Messungen wie angegeben ausgewertet hätte (Miller)
oder dass er es überhaupt sinnvoll hätte tun können (Breitenberger u.a.).
Unter Mathematikern und mathematishen Naturwissenshaftlern (insbeson-
dere Geodäten und Physikern) wird dies eher als gesihert angesehen als
bezweifelt; diese Siherheit beruht jedoh zum Teil auf Unkenntnis der vorge-
brahten Zweifelsgründe.
Es mag also gerehtfertigt sein, hier auf diese Frage zurükzukommen.
Ih werde dazu die ursprünglihen Gegenargumente von A. Miller kritish
würdigen, in diesem Fall heiÿt dies aufzeigen, warum sie am historishen
Sahverhalt insgesamt ziemlih weit vorbeigehen (Teil 2). Dann werde ih die
von E. Breitenberger vorgetragenen methodologishen Probleme vorstellen,
die beim Versuh einer empirishen Überprüfung der Euklidizität des physikalis-
hen Raumes durh geodätishe Messungen auftreten und in Rehnung zu
stellen sind (Teil 3). Shlieÿlih möhte ih erklären, warum meiner Ansiht
nah sämtlihe der problematishen Punkte im Rahmen der Gauÿ zur Ver-
fügung stehenden Methoden als ausreihend abshätzbar angesehen werden
können, obwohl letzterem niht alle theoretishen Voraussetzungen in voll
ausgearbeiteter Form zur Verfügung standen (Teil 4). Es wird sih zeigen,
dass Gauÿ im Rahmen seiner Fehlerabshätzungen durhaus in der Lage war,
strukturelle Fragen empirish aussagekräftig zu entsheiden (Teil 5). Damit
kann ih keinen nahvollziehbaren Grund mehr sehen, die Verlässlihkeit des
Zeitzeugen Sartorius von Waltershausen in Zweifel zu ziehen (Teil 6).
2. Die Etablierung eines Mythos
A. Millers ursprünglihe Kritik an der überlieferten Geshihte unter dem
Titel The myth of Gauss' experiment on the Eulidean nature of physial
spae enthält aus rükblikender Siht erstaunlih wenig Argumente, wenn
man die erheblihe Wirkung des Artikels in Rehnung stellt. Miller stellte
folgende einfahe, aber wie wir sehen werden, shleht belegte zentrale These
auf:
The famous experiment is in fat a mere legend that stems from a
misunderstanding of his important paper of 1827 Disquisitiones
generales ira superies urvas. This work onstituted the rst
5
Ih verdanke Jeremy Gray den Hinweis auf diese oene Situation und damit in
gewissem Sinne die Anregung zu diesen Ausführungen. In einer Serie von Diskussionen
hat er mir klar gemaht, warum man bessere Gründe des Zweifels haben kann, als in dem
ursprünglihen Artikel von A. Miller angeführt. Bei einen dieser Gesprähe (Tel Aviv
im Mai 2001) war unser Jubilar anwesend und zeigte sih daran so interessiert, dass sih
dieses Thema für diesen Sammelband wohl eignen mag.
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systemati study of quadrati dierential forms (of two variables)
and was generalized by Riemann, in 1854, to n variables. (Miller
1972, 346)
Miller bezog sih damit auf den 28 der Arbeit (Gauss 1828), in dem Gauÿ
mittels des von ihm präzisierten und verallgemeinerten Legendre-Theorem
der sphärishen Geometrie nahprüfte,
6
ob die Nihtsphärizität der Erdgestalt
shon bei Gröÿenordnungen der von ihm ausgemessenenen Dreieke quanti-
tative Auswirkungen in Nähe der Messgenauigkeit hat und daher ggfs. shon
bei der Auswertung der Daten eines einzelnen geodätishen Dreieks in Reh-
nung zu stellen ist.
Gauÿ verglih dabei die Winkelkorrekturen, die an einem Dreiek △ auf
der sphärish oder ellipsoidish angenommenen Erdoberähe angebraht
werden müssen, um zu einem seitengleihen ebenen (euklidishen) Dreiek
△∗ überzugehen. Im sphärishen Fall ist der Winkelübershuss des Dreieks
△ über 180◦ gleihmäÿig auf die drei Winkel zu verteilen, im nihtsphärishen
Fall vershieden, in Abhängigkeit von der Krümmung der Flähe (Erdgestalt)
in den einzelnen Eken. Gauÿ ermitttelte, dass im Testfall des Dreieks
Broken - Hohehagen - Inselsberg (das ih im folgenden kurz als das groÿe
Dreiek oder△BHI bezeihnen möhte) der von ihm ermittelte Winkelüber-
shuss 14′′, 85348 in den Teilbeträgen 4′′, 95104, 4′′, 95113 und 4′′, 95131 auf
die Eken B,H, I aufzuteilen ist, also erst in der vierten Nahkommastelle
einer Winkelsekunde und damit weit unterhalb der Messgenauigkeit (erste
Nahkommastelle bei den besten Messungen)
7
von der Gleihverteilung ab-
weiht.
Miller gab eine zutreende  nebenbei angemerkt, vorher keineswegs
bestrittene  Darstellung dieses Sahverhaltes:
That Gauss onluded nothing about the non-Eulidean nature
of physial spae [in (Gauss 1828, 28), E.S.℄ is not surprising,
beause the mathematial theory whih he developed in this
paper was not at all onerned with non-Eulidean geometry.
What Gauss was seeking was a generalization of Legendre's re-
sult to a doubly urved surfae in order to determine whether
the earth 's double urvature had any eet on his geodeti data.
(Miller 1972, 348)
6
Das Legendre-Theorem der sphärishen Geometrie besagt: Ein sphärishes Dreiek
mit kleinen Seiten und daher kleinem sphärishen Exzess hat approximativ gleihen
Fläheninhalt wie das ebene Dreiek mit gleihen Seitenlängen. Jeder Winkel des ebe-
nen Dreieks ist um ein Drittel des sphärishen Exzesses kleiner als der entsprehende
Winkel des sphärishen Dreieks.  Gauÿ gab eine Präzisierung der Approximation des
Fläheninhalts und verallgemeinerte den Satz samt Winkelkorrekturen für den Fall eines
kleinen Dreieks auf einer beliebig gekrümmten Flähe. Vgl. (Dombrowski 1978) oder
(Sholz 1992, 639f.)
7
Der mittlere Fehler (im Sinne der empririshen Standardabweihung) war 3, 5′′/
√
n
bei n Messungen derselben Rihtung (Breitenberger 1984, 273, 279f., 281)
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Er fuhr fort:
Thus, Gauss did not have to use his geodeti data to determine
whether the spae of our experiene is urved. He was studying
a urved surfae of known urvature  the earth. Additional
proof that a misunderstanding of Gauss' 1827 paper led to the
legend of his experiment is that of the many triangles that he
surveyed and reported on, the previously mentioned triangle is
the only one taken into aount in the aforementioned paper. It
therefore appears that what up to now has often been presented
as Gauss' experiments on the nature of the spae in whih we
live is simpy a myth. (ibid.)
Miller widerlegte hier überrashenderweise ein Missverständnis, (misunder-
standing of Gauss' 1827 paper), das in der informierten mathematikhis-
torishen Literatur vor ihm keine Rolle spielte. Weder Sartorius von Wal-
tershausen, noh einer der daran anknüpfenden informierten Autoren hatte
vor A. Miller den 28 der Disquisitiones generales mit der Nihteuklidizi-
tätsprüfung durh Gauÿ in Beziehung gebraht. Das nah Sartorius von
Gauÿ erwähnte Genauigkeitsmaÿ (um zwei Zehntheile einer Seunde von
zwei Rehten entfernt) widersprah bei genauem Hinsehen ziemlih in allem
einer solhen Interpretation des 28: relevante quantitative Abweihung in
der Gröÿenordnung 10−4 Bogensekunden statt 10−1, eine Abweihung von
zwei Rehten stand hier niht zur Debatte, vielmehr ging es hier um eine
Umrehnung auf zwei Rehte im oben angemerkten Sinne der Bestim-
mung eines seitengleihen ebenen Dreiekes △∗.8 Das Hauptargument A.
Millers rihtete sih also lediglih auf ein von ihm selbst in die Historiogra-
phie der Mathematik hineingetrages Miÿverständnis. Der Hinweis auf das
groÿe Dreiek in Millers additional proof geht völlig an der naheliegen-
den Tatsahe vorbei, dass Gauÿ dieses mögliherweise aus guten (und leiht
nahvollziehbaren) Gründen gerne für Kontrollüberlegungen vershiedener
Art heranzog  shlieÿlih hatte er besondere Sorgfalt für eine möglihst
genaue und so weit wie möglih vom Rest des Netzes unabhängige Messung
dieses Dreieks aufgewendet.
9
Miller erhob dabei gar niht den Anspruh, den Beriht des Zeitzeugen
Sartorius von Waltershausen zu kritisieren. Ansheinend war ihm zur Zeit
der Abfassung seines Myth-Artikels dieser Beriht sogar gänzlih unbekan-
nt. Sonst wäre shwer zu verstehen und als die Leser absihtlih in die Irre
führend anzusehen, dass im gesamten Artikel (Miller 1972) Sartorius niht er-
wähnt wird, obwohl dieser der zentrale Bezugspunkt und heimlihe Gegner
des Millershen Widerlegungsversuhes war.
10
Anstelle eines Bezugspunktes
8
Dieses Argument führte shon van der Waerden in seiner Kritik von 1974 an.
9
Siehe dazu (Gerardy 1955).
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In seiner Antwort an die Kritiker verteidigte sih Miller dann mit dem Versuh einer
Abwertung des Zeitzeugenberihtes mit m.E. fadensheinigen Sekundärargumenten vom
6
fand Miller jedoh nur eine Lüke vor, die er durh eine kühne Hypothese
über den Ursprung der von ihm zum Mythos erhobenen Geshihte zu
shlieÿen versuhte:
In onlusion, a reasonable onjeture as to the origin of this
myth is as follows. The question of whether the physial spae
is urved or not took on new meaning after Einstein's general
theory of relativity (1916), whih utilized Riemannian geometry.
Consequently, the myth may have arisen as a result of extrap-
olating bak from Einstein's work to Riemann's 1854 work to
Gauss' 1827 paper (without reading it, of ourse), keeping in
mind that Gauss's theorems were applied to the largest triangle
in his geodeti survey. . . . (Miller 1972, 348)
Das war ein mehr als eigenwilliger Versuh einer Neukonstruktion der Über-
lieferungsgeshihte, der die gesamte vor-relativistishe Debatte um die Natur
des Raumes im späten 19. und frühen 20. Jahrhundert komplett ignorierte.
Es wäre deplaziert, die hier vorgestellte gegenstandslose Hypothese ausdrük-
lih widerlegen zu wollen; ihr Autor wird sie in der folgenden Debatte
shrittweise wieder aufgegeben haben, nahdem (oder soll ih sagen falls?)
er von der vor-relativistishen Diskussion über die empirishen Bezüge der
nihteuklidishen Geometrie erfahren hat. In ganz anderem Sinnne mag diese
Passage allerdings aufshlussreih sein, nämlih als ein Indikator des Hinter-
grundes, aus dem heraus dieser Artikel geshrieben wurde und seine Wirk-
samkeit entfalten konnte. Zunähst einmal muss es ja rätselhaft ersheinen,
wie es kommen konnte, dass ein so uninformierter und shleht reherhierter
Artikel als Standardreferenz auh für die spätere, besser begründete Kritik
an der Überlieferungsgeshihte der Gauÿshen Euklidizitätsüberprüfung an-
hand des groÿen Dreieks dienen konnte.
Ih möhte hier nur kurz zusammenfassen: Die im Beriht des Sartorius
von Waltershausen quellenmäÿig zwar nur indirekt, aber durh Zeitzeugen-
beriht konkret belegte Geshihte der Gauÿshen Euklidizitätsprüfung des
physikalishen Raumes auf Grundlage der geodätishen Präzionsmessungen
wurde 1972 durh A. Millers Artikel ohne Diskussion des wihtigsten Zeu-
genberihtes und mit zweifelhaften Argumenten zu einem Mythos umkon-
struiert, ergänzt durh eine oensihtlih falshe Hypothese über die Genese
des Mythos. Es könnte interessant sein, der Frage nahzugehen, welh-
er Konjunktion von Bedingungen es geshuldet war, dass dieser Vorstoÿ so
erheblihe Resonanz in der Wissenshaftsgeshihte fand. Das ist aber hi-
er niht unsere Absiht; vielmehr möhte ih im nähsten Abshnitt kurz
vorstellen, welhe methodologish und historish interessanten Fragestellun-
gen trotz aller Mängel des ursprünglihen Anlasses aus der erst einmal an-
geregten Debatte um die Glaubwürdigkeit des Sartoriusshen Berihtes her-
vorgingen. Dabei geht es mir hier niht darum, die Debatte in ihrer ganzen
Typ: auh Ernst Mah habe Sartorius niht ernst genommen usw. (Miller 1974).
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Breite zu verfolgen. Ih werde mih stattdessen auf eine Auswertung des von
E. Breitenberger im Arhive for the History of Exat Sienes publizierten
Artikels (Breitenberger 1984) aus Siht unserer Fragestellung konzentrieren,
um zu lokalisieren, welhe ernst zu nehmenden Zweifel am Beriht des Sarto-
rius sih im Verlauf der Debatte herausbildeten. Der Kürze halber werde ih
die These, Gauÿ habe nie auf Grundlage seiner geodätishen Präsizisionsmes-
sungen des△BHI eine Euklidizitätsüberprüfung des physikalishen Raumes
vorgenommen, im folgenden als Millershen Mythos bezeihnen.
3. Weiterführende historish-methodologishe Zweifel
In seinem sahkundigen und sehr aufshlussreihen Beitrag von 1984 stellte
E. Breitenberger die neuere Kritik am Mythos der Gauÿshen Euklidizität-
süberprüfung in einen breiteren Rahmen. Er verwies auf ältere Bemühungen,
des Astronomen Hugo von Seeliger und des Listing-Shülers Edmund Hoppe,
in ähnlihe Rihtung.
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Allerdings erwähnte er dabei niht, dass Seeliger dur-
haus eigene Gründe dafür hatte, Gauÿ von dem  wie Seeliger meinte 
Makel befreit sehen zu wollen, sih konkret (mit Suhe nah jeweils best-
möglihen quantitativen Fehlershranken) um die empirishen Gültigkeitsbe-
dingungen der euklidishen Hypothese gekümmert zu haben. Seeliger vertrat
nämlih selber in der Debatte des späten 19. Jahrhunderts um die nih-
teuklidishe Geometrie die Position, dass diese niht einmal als geometrishe
Hintergrundstheorie der Astronomie brauhbar sei. Er hatte bei seiner Gauÿ-
Interpretation also durhaus Parteilihes im Sinne.
12
Hoppe vertrat dagegen
(unter Bezug auf einen Beriht Listings aus den 1870er Jahren) die Auf-
fassung, Gauÿ habe die empirishen Gültigkeitsshranken der euklidishen
Geometrie niht aus geodätishen sondern aus astronomishen Messungen
zu bestimmen versuht. Ih werde im letzten Abshnitt darauf zurükkom-
men.
Breitenberger steuert in seinem Artikel einen wendungsreihen Kurs durh
die widersprühlihe Literaturlage zu diesem Thema. Er stützt die Kritiker
von Seeliger bis Miller durh Argumente, die er als interne Evidenz (inter-
nal evidene) dafür betrahtet, dass Gauÿ eine empirishe Überprüfung der
euklidishen Raumstruktur durh seine geodätishen Messungen aus method-
ologishen Gründen gar niht hätte durhführen können. Andererseits kennt
Herr Breitenberger die Zeitzeugenberihte über eben solhe Überlegungen
von Gauÿ zu gut, um sie wie in der einfahen Variante des Miller-Mythos
zu ignorieren oder wie in späteren Verfeinerungen, Sartorius als unglaub-
11
(Hoppe 1925), (Kienle 1925, 614).
12
Breitenberger zitiert lediglih den Seeligershen Makel-Vorwurf, ohne ihn in den Kon-
text der Seeligershen Auassung zu stellen (Breitenberger 1984, 274). Eine der Thesen,
die K. Shwarzshild in seiner Habilitation (Münhen 1899, bei Seeliger) zu verteidigen
hatte, beinhaltete genau diese Auassung einer Bedeutungslosigkeit der NEG für die As-
tronomie. Shwarzshild nahm dies zum Anlass für eine höhst nuanierte Diskussion der
Frage in (Shwarzshild 1900); vgl. dazu (Shemmel 2002).
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würdigen weil mathematish ignoranten Zeugen zu entwerten. Er kommt zu
der von ihm im einzelnen gut belegten Shlussfolgerung:
. . . it is safe to onlude that Gauss was suiently irked by the
axiom of parallels, to bring it up in onversations repeatedly, and
in dierent forms, sometimes quoting BHI [das groÿe Dreiek,
E.S.℄ sometimes not.
Thus the myth of the BHI triangle as a deliberate test of Eu-
lidean geometry appears as a faniful embroidery upon indu-
bitable fats, enouraged possibly by reports of remarks made
by Gauss in his inner irle. (Breitenberger 1984, 289)
Breitenberger kommt zu der überrashenden Shlussfolgerung, Gauÿ habe
im inneren Kreis über empirishe Kontrollüberlegungen der Gültigkeit der
euklidishen Geometrie gesprohen, die er gar niht habe durhführen kön-
nen. Diese Einshätzung verbindet er jedoh mit einer Verteidigung des
Sartorius-Berihtes, sogar einshlieÿlih der dort gemahten quantitativen
Angaben:
It also stands to reason that Sartorius ould hardly have mis-
understood the sense of Gauss' remarks, for although he was no
mathematiian, he was thoroughly familiar with surveying and
had produed detailed maps of the Etna volano, among others.
What he realls [die Genauigkeitsshranke der Winkelsumme von
zwei Zehntheilen einer Sekunde im groÿen Dreiek, E.S.℄ is in-
deed quite onsistent with the evidene above. (Breitenberger
1984, 289)
In der evidene above berehnet Breitenberger auf Grundlage der Gauÿshen
Messdaten die Abweihung der auf das ebene Dreiek umgerehneten Winkel-
summe des △BHI zu 0, 642′′ (Breitenberger 1984, 284f.), eine Möglihkeit
auf die shon (van der Waerden 1974) hingewiesen hatte. Die von Gauÿ
angebenenen Messdaten des groÿen Dreieks führen nämlih auf eine gemessene
Winkelsumme von 180◦ 0′ 14, 211′′ auf der Sphäre. Rükrehnung auf ein
seitengleihes ebenes Dreiek durh Elimination des sphärishen Exzesses
führt auf den angegebenen Wert. Breitenberger kommentiert dies wie folgt:
The spherial exess of BHI is stated by Gauss himself to have
been 14.85348′′ ; hene the losure error was −0.642′′. He might
well all this ne result vortreih and it astonishes us a little
that he did not make more of it. (Breitenberger 1984, 285)
Der berehnete Wert (0, 6′′) stimmt gröÿenordnungsmäÿig mit dem von Sar-
torius angebenen Wert überein; keiner der hier erwähnten Autoren sieht in
der leihten Abweihung zwei statt sehs Zehnteile eine die Quelle en-
twertende Dierenz, und auh Herr Breitenberger beurteilt den Vergleih als
9
quite onsistent. Gauÿ selber erwähnte den Wert 0, 6′′ am 28. 12. 1823 in
seiner Korrespondenz mit Olbers (Gauss Olbers, II, 266).
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Dennoh sieht Herr Breitenberger darin keinen Beleg für eine zutreende
Darstellung des gedanklihen Inhalts der Gauÿshen Bemerkung durh Sarto-
rius. Er interpretiert nämlih die Gauÿshen Präzisionsdaten lediglih unter
dem Gesihtspunkt eines nur pragmatish verstandenen Shlieÿungsfehlers in
den Messdaten eines geodätishen Dreieks, der im Rahmen der euklidishen
(Raum-) Geometrie berehnet wird. Zur Unterstützung dieser Interpretation
verweist er auf die üblihe Praxis der Geodäten (vor, nah und bei Gauÿ),
in der eine Qualitätssiherung der Messdaten durh Winkelsummen in den
ausgemessenen Dreieken durh einen Vergleih mit der erwarteten Summe
(180◦ = π im ebenen Fall, π+F/R2 bei Dreiekssähe F und Erdradius R
im sphärishen Fall) üblih war. Im genannten Artikel wird sogar darüber-
hinaus grundsätzlih bestritten, dass es für Gauÿ überhaupt möglih gewe-
sen sein könnte, die Daten auh als ein Genauigkeitsmaÿ für die empirishe
Gültigkeit der euklidishen Geometrie anzusehen. In diesem Sinne folgt Herr
Breitenberger dort einer durh mathematish-methodologishe Überlegun-
gen verfeinerten Variante des Miller-Mythos und nimmt die Überrashung
darüber in Kauf, dass Gauÿ aus seinen Präzisionsdaten angeblih, gegen
den sonst als glaubwürdig angesehenen Beriht des Gauÿ-Freundes Sartorius,
niht mehr gemaht habe. Immerhin wurde die Präzision der Gauÿshen
Messungen bis zur Einführung von Lasermessmethoden in den 1960er Jahren
niht merklih übertroen.
14
Herr Breitenberger stützt sih bei seiner Argumentation auf die interne
Evidenz, dass Gauÿ in allen seinen geodätishen Arbeiten, selbst bei seinen
publizierten dierentialgeometrishen Grundlagenuntersuhungen (Dieren-
tialgeometrie der Flähen als Grundlage der Grundlage der Geodäsie) die
euklidishe Geometrie des einbettenden Raumes stets voraussetzte. Das warf
natürlih für jeden Versuh einer empirishen Kontrollüberlegung oder gar
für eine Bestimmung von Genauigkeitsshranken für die Gültigkeit der eu-
klidishen Geometrie grundsätzlihe Probleme auf. In der Tat shuf ja erst
Riemann in seinem Habilitationsvortrag 1854 den begriihen Rahmen für
13
Es wäre ja durhaus naheliegend, Sartorius bei der Memorierung des von Gauÿ
angegebenen Präzisionsmaÿes eine Vertaushung des Abweihungswertes der Winkel-
summe (0,6) mit dem auf Einzelwinkel umgerehneten (0, 2′′) zuzutrauen. Aus Gauÿ'
Siht hatte die Umrehnung des Fehlers auf die Einzelwinkel durhaus Sinn; siehe dazu
Anmerkung (34). Den Hinweis auf den Brief vom 28.12. 1823 an Olbers verdanke ih E.
Breitenberger.
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Zum Vergleih der Gauÿshen Messungen mit der später erreihten Präzision von
Theodolitmessungen bis a 1960, siehe die Verweise in (Breitenberger 1984, Anm. 35, 36,
42, 50, 52). Aufshlussreih ist dabei insbesondere die über Anm. 52 zitierte Bemerkung
aus einem Geodäsielehrbuh der frühen 1970er: . . . angles measured by . . . theodolites be-
ween 1800 and 1950 are not neessarily inferior to those measured by modern instruments
. . . the long time required to omplete observations . . . probably resulted in better elimi-
nation of refration errors than modern observers have time for  (G. Bomford Geodesy.
Oxford 3rd ed. 1971, 18, zitiert nah (Breitenberger 1984, 280)).
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eine verallgemeinerte Geometrie, in dem solherart Fragen systematish zu
klären waren.
15
Nun ist aber wohlbekannt, dass Gauÿ dies niht daran
hinderte, Grundbeziehungen der nihteuklidishen Geometrie zu erforshen,
auh ohne vorgängig den gesamten theoretishen Rahmen geklärt zu haben.
Zentrales methodishes Element war für Gauÿ die Beziehung zwishen
harakteristisher Konstante C, Krümmung (extrinsish deniert, intrinsish
bestimmbar) κ einer Gauÿshen Flähe und Winkelsumme im Dreiek im Fall
konstanter Krümmung
α+ β + γ − 2π = κF, (1)
sowie κ = −C im Fall der nihteuklidishen Geometrie. Gl. (1) war (und
ist) eine Spezialisierung des Gauÿshen Theorema elegantissimum, d.h. des
von Gauÿ stammenden Anteils des später nah Gauÿ-Bonnet benannten
Satzes für den Fall konstanter Krümmung und geodätisher Dreieke. Es ist
niht anzunehmen, dass Gauÿ etwa gezögert haben könnte, diese Beziehun-
gen auh für die dreidimensionale nihteuklidishe Geometrie heuristish als
gültig anzusehen, obgleih eine systematishe Begründung von ihm niht
ausgearbeitet wurde und eine Ausarbeitung ohne die Riemannshe Verallge-
meinerung seines dierentialgeometrishen Ansatzes die bekannten Shwierigkeit-
en zu überwinden gehabt hätte. Seine Überlegungen zu den Grundlagen der
Geometrie hatten ihn ja auh dort auf dieselbe Winkelsummenbeziehung
geführt (nur eben mit der berühmten Constante C). Die eingangs zitierte
Bemerkung im Brief an Taurinus über die Möglihkeit der Überprüfung der
Geometrie durh Beobahtungen auf der Erde oder am Himmel (wie auh
andere ähnlih gelagerte) sprehen in dieser Hinsiht eine klare Sprahe.
Breitenberger trägt m.E. dieser heuristishen Konstellation niht ausre-
ihend Rehnung, wenn er die rihtige (wohlbekannte) Beobahtung, dass
erst Riemann in ausgearbeiteter Form the notion of a urved threedimen-
sional spae eingeführt hätte (p. 285) zu folgender apodiktisher Behaup-
tung zuspitzt:
Gauss was not alluding to a test of (three-dimensional) geometry;
as stressed above, he did not and he indeed ould not, envisage
one. He wrote in ignorane of any tangible appliation of hyper-
boli trigonometry to some surfae or objet. Not only did he not
possess a model in the modern sense from whih he might have
dedued self-onsisteny; he did not even possess any realization
whih would have made the subjet aessible to geometri intu-
ition. (Breitenberger 1984, 287)
Natürlih kannte Gauÿ keine hyperbolishe Geometrie usw.; dennoh be-
haupte ih, dass Gauÿ mit den von ihm ausgearbeiteten und favorisierten
15
(Breitenberger 1984, 285).
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Konzepten der geodätishen Linie, einer intrinsish durh Metrik und Krüm-
mung bestimmten Flähe und den Winkelsummensatz im Spezialfall kon-
stanter Kümmung, entsheidende methodish-begriihe Bausteine zu Ver-
fügung standen, die es ihm möglih mahten, Präzisionsmessungen auf der
Erde oder am Himmel heuristish gut begründet bezüglih ihrer Aussage-
fähigkeit über die Natur des physikalishen Raumes auszuwerten. Dies shloss
die Möglihkeit ein, präzise Genauigkeitsshranken für die Gültigkeit der
euklidishen Geometrie zu bestimmen und anzugeben. Es bedeutet dabei
keine starke Zuspitzung, eine solhe Genauigkeitsshranke als informelle Fas-
sung der Abshätzung einer mit den Messergebnissen verträglihen oberen
Shranke für den Betrag der Raumkrümmung zu interpretieren. In diesem
Sinne halte ih die oben zitierte Bemerkung, he did not even possess any
realization whih would have made the subjet aessible to geometri intu-
ition für falsh. Natürlih hängt bei der Beurteilung einer solhen Aussage
alles von der Interpretation geometri intution ab; siher lieÿen sih auh
Präzisierungen angeben, die Gauÿ nahweislih niht zur Verfügung standen,
historish aber niht erhellend sind. Eine Diskussion auf dieser Ebene sheint
mir fruhtlos.
Stattdessen möhte ih den von Herrn Breitenberger reht apodiktish
ausgesprohenen Zweifel in eine Serie von Problemen auösen, die zu klären
sind, damit die Frage entsheidbar wird, ob die geodätishen Präzisions-
messungen des △BHI im Rahmen der Gauÿshen Methodologie heuristish
(und im Rahmen der Riemannshen Erweiterung exakt), als Genauigkeitss-
hranken für die empirishe Gültigkeit der euklidishen Geometrie ausgew-
ertet werden konnten. Jeremy Gray hat mih auf die meisten der hier zu
klärenden Fragen durh beharrlihes Nahfragen aufmerksam gemaht. Den
Diskussionen mit ihm verdankt dieser Beitrag viel; genauer gesagt wäre er
ohne diese Diskussionen niht geshrieben worden.
16
Der Übersihtlihkeit halber werde ih in Teil 4 die grundsätzlihen Prob-
leme diskutieren, die bei dem Versuh zu berüksihtigen sind, die Raumkrüm-
mung durh Messungen auf der Erde zu bestimmen, ohne mih den Re-
striktionen der Gauÿ zur Verfügung stehenden, fertig ausgearbeiteten math-
ematishen Theorien zu unterwerfen. Im nahfolgenden Abshnitt (Teil 5)
folgt dann eine Diskussion aus der Gauÿshen Siht der 1820er Jahre. Des
Kontextes wegen bitte ih die Lesenden, bezüglih der empirishen Gel-
tung der euklidishen Geometrie lediglih das abgesiherte Wissen des frühen
19. Jahrhunderts in Rehnung zu stellen. Astronomishe Parallaxmessun-
gen vershwanden zu dieser Zeit noh im Shmutz der Messeekte. Die
gröÿten gut vermessenen geodätishen Dreieke hatten Seitenlängen in der
16
Ein Dank geht auh an P. Strantzalos und M. Lambrou, denen J. Gray und ih die
Gelegenheit verdanken, unsere damals noh divergierenden Auassungen auf einem Work-
shop über Συνǫ´δριo Iστoρι˙ασ και ∆ιδακτικη´σ των Mαθηµατικo´ν im April 2002 an
der Universität Kreta (Heraklion) in anregender und freundshaftliher Atmosphäre aus-
führlih zu diskutieren.
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Gröÿenordnung mehrer 10 km, die Standardabweihungen der Rihtungsmes-
sungen der von Gauÿ als Bezug dienenden niederländishen Netzmessung des
Baron C. von Krayenho lag bei 2, 7′′,17 Bei einem gröÿeren Dreiek dieses
Netzes lag der Fläheninhalt um die 300 km
2
und damit der sphärishe
Winkelexzess bei 1,5, also unter dem mittleren Fehler (Standardabwe-
ihung) einer Rihtungsmessung. Shon der sphärishe Exzess eines einzel-
nen (direkt vermessenen) Dreieks vershwand tief im Shwankungsbereih
der Messfehler.
Aus Siht unserer Geshihte lässt sih die damit erreihte Präzision
pointiert so umshreiben: Wäre jemand vor den Gauÿshen Präzisionsmes-
sungen auf die Idee gekommen, eine vermutete Raumkrümmung abzushätzen,
so hätte dies (zumindest stillshweigend) die Annahme vorausgesetzt, dass
die Raumkrümmung die Krümmung der Erdoberähe erheblih übershre-
itet (!); sonst wäre bei der bis dahin erreihten Messgenauigkeit überhaupt
kein Eekt für Winkelsummenmessungen beobahtbar geworden. Diese, wie
ih meine, nur sheinbar paradox klingende Umformulierung der vor Gauÿ
erreihten Messgenauigkeit sollte deutlih mahen, worum es ging, wenn man
 wie Gauÿ  zu Beginn des 19. Jahrhunderts einen konsequenten Empiris-
mus in Sahen metrisher Raumstruktur zu verfolgen beabsihtigte. Dabei
war ja niht auszushlieÿen,
18
dass die vermutete Konstante in einigem Ver-
hältnisse zu (. . . ) Gröÿen (. . . ) im Bereih unserer Messungen auf der Erde
stehen könnte. Wie sollte man dann aber  wenn man die a-priorishe
Gültigkeit der euklidishen Geometrie niht akzeptierte  anders als em-
pirish siherstellen, dass bei einer Erhöhung der Messpräzision zusammen
mit den Eekten der Erdkrümmung keine Störungen auftreten können, die
mögliherweise von der Raumkrümmung herrührten?
4. Bestimmung von Shranken für die Raumkrümmung aus erdgestützten
Messungen
Natürlih waren bei einem Projekt der Abshätzung der Raumkrümmung
durh terrestrishe Messungen einige wohlbekannte Sahverhalte in Reh-
nung zu stellen:
Sahverhalt 1 Zu jedem Wert s mit π < s < 2π gibt es ein sphärishes
Dreiek zugehöriger Winkelsumme s = α+ β + γ .
Diese bekannte Tatsahe allein shlieÿt shon aus, die Methode der Krüm-
mungsbestimmung durh Winkelsummenmessung in einem ebenen Dreiek
17
Nah Kalkulationen von Gauÿ auf Basis der ihm bekannten Daten; siehe
(Breitenberger 1984, 281). Dort ist fälshlih vom dänishen Gradnetz die Rede; das
stand allerdings unter Leiting von H.C. Shumaher.
18
Dies ist oensihtlih etwas anders, als (positiv) den entsprehenden Sahverhalt zu
vermuten.
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direkt (das heiÿt, ohne Einbeziehung weiterer metrisher Daten der Er-
doberähe) auf geodätishe Dreieke der Erdoberähe zu übertragen; let-
ztere können ja nah (Gauss 1828, 28) in ausreihender Genauigkeit als
sphärishe Dreieke betrahtet werden.
Aber auh die Einbeziehung intrinsisher metrisher Daten der Flähe
lässt niht auf Anhieb einen Zugang zur Abshätzung der Raumkrümmung
zu. Dies liegt an:
Sahverhalt 2 Lokale Messungen (der Metrik) in einer 2-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit einer 3-dimensionalen Riemannshen Mannigfaltigkeit
lassen keinen Rükshluss auf die Krümmung des einbettenden Raumes zu.
Man denke etwa nur an die Horosphäre des nihteuklidishen Raumes,
die lokal euklidishe Geometrie aufweist, oder an eine Gauÿshe Flähe im
euklidishen Raum, die in ihrer intrinsishen Geometrie niht von einer
isometrish in einen nihteuklidishen Raum oder von einer in eine allge-
meinere Riemannshe Mannigfaltigkeit eingebetteten Flähe untersheidbar
ist usw.. Darauf spielt Breitenberger vershiedentlih an, wenn er betont,
dass die Gauÿshen Berehnungen stets die euklidishe Geometrie voraus-
setzten, anstatt sie zu überprüfen. Eine Überprüfung hat ja nur dann Sinn,
wenn ihr Ausgang grundsätzlih auh negativ sein kann.
Dieser Sahverhalt wird, in untershiedlihen Formulierungen vorgebraht,
von vershiedenen Autoren als eine shlüssige Widerlegung der Möglihkeit
überhaupt angesehen, eine Überprüfung der euklidishen Raumstruktur durh
terrestrishe Messungen ausführen zu können. Wie sih gleih zeigen wird,
ist dies jedoh falsh. Wäre diese Ansiht rihtig, so beruhten Gauÿens Be-
merkungen aus den frühen 1820er Jahren über die Möglihkeit, eine Abwe-
ihung des physikalishen Raumes von der euklidishen Geometrie eventuell
durh Messungen auf der Erde feststellen zu können, tatsählih auf einem
Irrtum.
19
Man shlieÿe jedoh niht zu shnell, sondern vergesse niht:
Sahverhalt 3 Kann man erdgestützt die Winkelsumme eines groÿen ebe-
nen extrinsishen (d.h. niht in der Erdoberäher liegenden) Dreieks messen
oder diese aus den direkt erfolgenden Messungen rükrehnen, so erhält man
aus der Gauÿshen Winkelsummenbeziehung (1) eine direkte oder indirekte
Information über die Raumkrümmung.
Das hier als extrinsish bezeihnete Dreiek kann durh Lihtstrahlen-
verbindungen zwishen Bergspitzen (etwa Bˆ, Hˆ, Iˆ)) realisiert werden, die
über die Oberähe F der mathematishen Erdgestalt (Sphäre, Ellipsoid
oder Geoid) hinausragen und direkte Sihtverbindung untereinander zulassen.
Das Dreiek kann und wird im allgemeinen shief, also niht parallel zu
den drei Tangentialebenen an F in den orthogonal unter den Bergspitzen
19
Man denke etwa an Seeligers Makel auf dem Bild des wissenshaftlihen Heroen
Gauÿ.
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Abbildung 1: Geodätishes Dreiek und Lihtstrahlendreiek
liegenden Punkten B,H, I ∈ F liegen. Die Orthogonalität kann als durh
Shwerkraftwirkung denert angesehen werden (Verträglihkeit der Liht-
strahlengeometrie mit der Orthogonalitätsbeziehung bezüglih Shwerefeld
unterstellt).
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Weiter wird hier auf Lihtstrahlen als bestmöglihe empirishe
Realisierungen für Geodätishe Bezug genommen. Dies shlieÿt Korrekturen
bei der Messauswertung, die Beugung durh Lufteinüsse auf die Lihtaus-
breitung als Fehlerquelle betrahten und zu kompensieren versuhen, aus-
drüklih mit ein und entspriht einer treuen Interpretation der Gauÿshen
Praxis (und der späterer Akteure).
21
Genau genommen geht und ging es also
um eine so weit wie möglih von Atmosphäreneinüssen bereinigte Geometrie
der Lihtstrahlen. Die Höhen von Bˆ, Hˆ, Iˆ über dem von Gauÿ verwendeten
Referenzellipsoid betrugen jeweils 1156 m (Broken), 508 m (Hohehagen)
und 916 m (Inselsberg).
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Nun wirkt sih eine möglihe Abweihung der extrinsishen Lihtstrahlen-
Geometrie vom euklidishen Fall auf die Winkelsumme im △BˆHˆIˆ aus und
damit auh auf die bei B,H, I in die jeweiligen Tangentialebenen an F pro-
jizierten Winkel und deren Summe. Gemessen werden aber in der geodätis-
hen Praxis niht die in der Ebene durh Bˆ, Hˆ, Iˆ liegenden Winkel βˆ, γˆ, ιˆ des
Dreieks △BˆHˆIˆ, sondern die orthogonal in die Tangentialebenen an F pro-
jizierten Winkel β, γ, ι. Dies ist ein Ergebnis des Messverfahrens selber und
20
Die Orthogonalitätsbeziehung wird also genau genommen zum Geoid betrahtet. Dies
kann aber für die folgenden Überlegungen in ausreihender Approximation mit dem Ref-
erenzellipsoid zusammenfallend angesehen werden.
21
Vergleihe dazu auh (Breitenberger 1984, 282).
22
Werte angegeben nah (Breitenberger 1984, 279 ,283).
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erfordert keine zusätzlihen Rehnungen: Nah einer Horizontierung des
Theodolits (das heiÿt Einrihtung des Instrumentes in die Horizontalebene)
wird die Winkeldierenz (Azimut) der Peilrihtung (genau genommen der
Vertikalebene durh den Peilstrahl) zur Südrihtung abgelesen. Die Winkel
des geodätishen Dreieks BHI ergeben sih als Dierenz der Azimute der
jeweiligen Rihtungen BH,BI usw..23
Es ist nun abzushätzen, wie sih eine kleine Abweihung der extrin-
sishen Raumgeometrie von der euklidishen Metrik, etwa mit (konstanter
Shnitt-) Krümmung κˆ ( |κˆ| << 1, für Gauÿ κˆ < 0), auf die geodätishen
Winkelmessungen auswirken würde. Wir gehen zur Vereinfahung davon
aus, dass durh unabhängige intrinsishe Messungen die metrishen Daten
der Erdoberähe F bekannt seien (mittlere Krümmung, Hauptkrümmungen
des Ellipsoids), sowie die Koordinaten der Dreiekspunkte B,H, I und damit
der Fläheninhalt F (△) des durh Projektion der Lihtstrahlenverbindungen
gewonnenen geodätishen Dreiks △BHI.24 Die Winkel βˆ usw. weihen von
einem bei euklidisher Raumgeometrie angenommenen Wert βˆ0 nur um einen
23
Diese Berehnung der Winkel aus den Gauÿshen Azimutdaten beshreibt auh Breit-
enberger auf seiner p. 284. Unglükseligerweise gibt er an anderer Stelle eine irrtümlihe
Beshreibung der Arbeitsgänge, die Gauÿ bei der Auswertung der Messdaten angeblih
ausführen musste. Dazu zählt er vier Arbeitsshritte auf, von denen er die ersten beiden
wie folgt beshreibt: The data rst had to be redued to uniform station height; for this
he used formulae of his own (. . . ). Then the lines of sight, whih form the edges of a
polyhedron insribed into a sphere, were projeted onto the sphere from its enter, be-
oming ars of great irles, and the sum of the angles in the resulting spherial triangles
had to be inreased over 180◦ by the spherial exess whih for eah triangle would be
alulated form its size.... Es folgen zutreende Beshreibungen des Fehlerausgleihs und
der Berehnung von Koordinaten (Breitenberger 1984, 280). Da für die gesamte weitere
Diskussion entsheidend ist, welhe Daten direkt gemessen werden und welhe durh the-
oretishe Rükrehnung zu erhalten sind, ist hier deutlih darauf hinzuweisen, dass bei
den beiden ersten hier aufgeführten Shritten theoretishe Beshreibung und Auswertung
in irreführender Weise miteinander vermengt werden. Tatsählih erfolgt ja die Peilung
längs der Kanten eines Polyeders, dem auf die hier beshriebene Weise ein der Erdgestalt
einbeshriebenes Polyeder zugeordnet werden kann (aber niht muss). Die Winkelbes-
timmung wird bei dieser Beshreibung aber gänzlih auf den Kopf gestellt. Durh Dif-
ferenzbildungen der direkt gemessenen Azimutwerte werden  wie hier im Haupttext
beshrieben und von E. Breitenberger im Fall der Gauÿshen Werte für das Dreiek BHI
sogar vorgeführt (!)  die Winkel eines aus dem Polyeder-Dreiek auf die Flähe pro-
jizierten geodätishen Dreieks bestimmt. Der sphärishe Exzess wird  wie von Gauÿ
vorexerziert  umgekehrt eingesetzt, um die Winkel eines seitengleihen ebenen Dreieks
zu bestimmen (von Gauÿ verallgemeinerter Satz von Legendre)! Shon der erste in Bre-
itenbergers Text angegebene Shritt sheint auf einem Missverständnis zu beruhen: Die
Projektion der Winkel in die Tangentialebene ist wie oben beshrieben gewissermaÿen in
den Messprozess eingebaut, eine Reduktion auf gleihe Stationshöhe ist für die Bestim-
mung der Azimute und damit der geodätishen Winkel niht erforderlih. Ih danke Herrn
Heindl, numerisher Mathematiker und gelernter Geodät, für die ihm leiht fallenden, in
diesem Kontext äuÿerst hilfreihen Erläuterungen über Theodolitmessungen.
24
Zur Diskussion, inwieweit diese Vereinfahung durh die bei Gauÿ vorliegende
Messpraxis abgedekt ersheint, siehe unten.
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kleinen Betrag ∆βˆ et. ab, die Winkelsummenabweihung sei ǫ:
βˆ = βˆ0 +∆βˆ, γˆ = γˆ0 +∆γˆ, ιˆ = ιˆ0 +∆ιˆ
βˆ0 + γˆ0 + ιˆ0 = π, ∆βˆ +∆γˆ +∆ιˆ =: ǫ
Eine elementargeometrishe Überlegung und Reihenentwiklung zeigt,
dass die unterstellten nihteuklidishen Winkeldeformationen ∆βˆ usw. sih
bei der Orthogonalprojektion in erster Näherung mit einem nahe bei 1 liegen-
dem Faktor als Änderungen der Winkel gemessenen geodätishen Winkel
β, γ, ι auswirken (siehe Anhang, Gl. (5)). Es ergibt sih also:
Sahverhalt 4 (a) Eine kleine Abweihung der Winkelsumme im Dreiek
△ˆ := △BˆHˆIˆ um ǫ = κˆ · F (△ˆ) vom euklidishen Wert π wirkt sih in guter
erster Näherung als gleihgroÿe Abweihung der Summe der auf der Sphäre
gemessenen Winkel β, γ, ι vom erwarteten sphärishen Wert aus:
β + γ + ι− π ≈
1
R2
· F (△) + ǫ (2)
(R mittlerer Erdradius, F (△) Fläheninhalt des Dreieks △).
In umgekehrter Rihtung folgt:
Sahverhalt 4 (b) Eine angenommene extrinsishe Raumkrümmung κˆ wirkt
sih bei Vermessung groÿer geodätisher Dreieke △ als systematisher An-
teil ǫ′ des Shliessungsfehlers der auf den euklidishen Fall umgerehneten
Winkelsumme aus. Dieser wird beim Fläheninhalt F (△) des Dreieks in
erster Näherung abgeshätzt durh:
25
ǫ′ ≈ κˆ · F (△) (3)
Wie shon Ende des letzten Abshnittes erwähnt, lag der Shlieÿungs-
fehler bei Messungen geodätisher Dreieke bis etwa 1820 über dem sphärishen
Exzess. Allein shon deswegen wäre es unmöglih gewesen, auf der vorliegen-
den empririshen Grundlage eine Abshätzung der Raumkrümmung wie in
(3) auh nur zu erwägen. Hinzu trat, dass die oben gemahte Voraussetzung
(Gewinnung der metrishen Erddaten durh intrinsishe Messungen, Bestim-
mung der Koordinaten der Dreiekspunkte durh unabhängige Messungen)
für die vor-Gauÿshen Messungen kaum als erfüllt angesehen werden kon-
nten, da das zur Prüfung verwendete Dreiek Teil des Bezugsnetzes und von
derselben Gröÿe wie die Netzdreieke war.
Bei der Gauÿshen Messung verhielt sih das anders: Das groÿe Dreiek
BHI hatte Seitenlängen (69 km (BH), 85 km (HI), 107 km (BI)) und war
damit den Seitenlängen nah um etwa den Faktor 5, der Flähe nah um eine
25
Hierbei wurde als weitere Näherung F (△ˆ) ≈ F (△) verwendet.
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ganze Gröÿenordnung gröÿer als die üblihen Netzdreieke geodätisher Mes-
sungen, einshlieÿlih jener, die zur Bestimmung der Erdgestalt gedient hat-
ten (oder Gauÿ zur Datenkorrektur dienten). Ging man davon aus, dass bei
den kleineren Netzdreieken auh bei den von Gauÿ verbesserten Messmeth-
oden ein eventueller Einuss der Raumkrümmung niht nahzuweisen war,
so konnte man die daraus abgeleiteten metrishen Werte mit gutem Grund
als zur intrinsishen Geometrie der Erdoberähe im Sinne der Gauÿshen
Flähentheorie gehörend ansehen. Die Peillinien des Netzes, die im einbet-
tenden Raum verliefen, lagen ja oenbar in so kleinen Stüken des Raumes,
dass letztere ausreihend gut euklidish darstellbar waren. In der Sprahe der
Riemannshen Mannigfaltigkeiten hieÿe das: Jedes einzelne Lihtstrahlen-
dreiek war ausreihend genau (d.h. im Rahmen der Messgenauigkeit) in
einem Tangentialraum an die Mannigfaltigkeit darstellbar, das darunter liegende
geodätishe Dreiek entsprehend auf einer euklidishen Sphäre zu betraht-
en.
Darüberhinaus hatte Gauÿ Wert darauf gelegt, das groÿe Dreiek indi-
viduell mit höhster Genauigkeit zu vermessen und die Bestimmung seiner
Grunddaten niht in den Netzausgleih des nah Hamburg verlaufenden eige-
nen Netzes, des südlih anshlieÿenden seines kurhessishen Kollegen Ger-
ling oder des im Westen liegenden niederländishen Netzes des Barons von
Krayenho einzubeziehen.
26
Methodish hatte Gauÿ also darauf geahtet,
dass das Dreiek auÿerhalb der Referenznetze lag und in diesem Sinne diesem
methodish extrinsish war. Insofern ist die Überlegung von Sahverhalt
4a und 4b auf das Gauÿshe △BHI (bzw. △BˆHˆIˆ) begründet anwendbar.
Mit Fläheninhalt F (△) ≈ 2920 km2 (aus Gauÿ' Wert 14, 86′′ für den
sphärishen Winkelexzess und seinem Wert für den Erdradius R ≈ 6370
km berehnet) und Shlieÿungsfehler ǫ′ ≈ 0, 6′′ gibt eine einfahe Über-
shlagsrehnung
27
für die Raumkrümmung |κˆ| = 1/r2 die Shranke
r > 5R ≈ 3 · 104 km beziehungsweise |κˆ| < 10−9 km−2. (4)
Es war also durhaus möglih, eine obere Shranke für eine mit den
Gauÿshen geodätishen Messungen verträglihe Raumkrümmung zu bes-
timmen. Das lag niht nur an der erhöhten Genauigkeit um etwa eine
Gröÿenordnung, sondern auh daran, dass Gauÿ seine Messungen so organ-
isiert hatte, dass eine Kontrollüberlegung dieser Art überhaupt methodish
gerehtfertigt ershien. Sehr viel mehr war von terrestrishen Messungen
kaum zu erwarten.
28
Wenn der physikalishe Raum gekrümmt sein sollte,
so lag nun die untere Shranke für den Krümmungsradius jedenfalls merk-
lih jenseits des Erdradius: r > 5R. Das ersheint aus astronomisher
26
(Gerardy 1955).
27
Etwa F/R2 ≈ 14′′, F/r2 < 0, 6′′, also r/R >
√
14/0, 6 ≈ 5.
28
Wie (Breitenberger 1984, 282) es ausdrükt: [Gauss℄ had by 1823 attained geodeti
standards whih were essentially unsurpassed one-and-a-half entury later.
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Siht als läherlih gering; man berüksihtige aber, dass bis 1838 keine ver-
lässlihen Werte für Parallaxmessungen vorlagen und daher jeder Versuh
einer quantitativen Auswertung astronomisher Messungen für Abshätzun-
gen der Raumkrümmung fast wörtlih zu lesen in der Luft (genauer im
Äther) hing.
Diese Auswertung hat bis hierher theoretishe Methoden und Begrie
herangezogen, die Gauÿ niht ausformuliert zur Verfügung standen. Es
bleibt also zu diskutieren, welhe Aspekte der hier modernisiert vorge-
tragenen (allerdings shon ab 1854 durhführbaren) Analyse ihm auf seine
Weise zugänglih gewesen sein konnten.
5. Was war für Gauÿ abshätzbar?
So klar es ist, dass Gauÿ in den 1820er Jahren in ausgearbeiteter Form keine
3-dimensionalen Riemannshen Mannigfaltigkeiten kannte (niht einmal kon-
stanter Krümmung), so klar zeigt seine Korrespondenz, dass er seit etwa 1816
von der logish-begriihen Möglihkeit einer konsequenten nihteuklidis-
hen Fassung der Geometrie überzeugt war.
29
Das ist in der Wissenshafts-
geshihte unumstritten. Auh ist bekannt, dass ihn dabei insbesondere in-
teressierte, wie die bekannten metrishen Beziehungen der euklidishen Ge-
ometrie, etwa die des Winkelsummensatzes, modiziert werden. Einen Satz
wie den oben zitierten an Taurinus (Wäre die Niht-Euklidishe Geometrie
die wahre, und jene Constante in einigem Verhältnisse zu solhen Gröÿen,
die im Bereih unserer Messungen auf der Erde oder am Himmel liegen, so
lieÿe sie sih a posteriori ausmitteln), kann man daher im Sinne des obigen
Sahverhalts 3 interpretieren, ohne die Gauÿshe Perspektive auh nur einen
Deut zu übershreiten. Kurz formuliert:
Sahverhalt 3 war für Gauÿ klar.
Ebenso bedurfte Gauÿ keineswegs einer Einordnung in die entfaltete The-
orie Riemannsher Mannigfaltigkeiten um zu sehen, dass die NEG im Kleinen
durh die euklidishe Geometrie approximiert wird, insbesondere und umso
genauer je kleiner die Constante C = |κ| << 1 ist, egal ob im ebenen oder
im räumlihen Fall.
Damit war aus seiner Perspektive völlig naheliegend, die Vermessung der
Erddaten auh dann in guter Approximation als Sahverhalt der intrinsishen
Geometrie der Erdoberähe anzusehen, wenn er für Kontrollüberlegungen
der empirishen Grundlagen die Geometrie des physikalishen Raumes als
nihteuklidish, aber eben mit kleinem C, ansah. Dies ist keine method-
ologishe Widersprühlihkeit, sondern legitime und gut gestützte Vorge-
hensweise empirisher mathematisher Naturwissenshaft.
Da im sehr Kleinen für die Raumgeometrie auh bei Annahme C >
0 mit groÿer Genauigkeit die euklidishe Geometrie gilt, war und ist es
29
(Stäkel 1918), siehe auh (Reihardt 1976, 25.)
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selbstverständlih, dass die Projektion der Winkel des Lihtstrahlendreieks
△BˆHˆIˆ euklidish approximiert werden kann.30 Dass dabei eine kleine Winkel-
summenabweihung des Lihstrahlendreieks vom euklidishen Wert pro-
portional (und mit nahe an 1 liegendem Proportionalitätsfaktor) auf die
Theodolitmessungen des geodätishen Dreieks△BHI durhshlagen würde,
konnte Gauÿ  zumindest in einem heuristishen Sinne  problemlos an-
nehmen. Falls er sih die Frage genauer stellte, wa eine Abshätzung, wie
hier im Anhang erläutert, ein neben dem Morgenkaee zu erledigendes
Problem. Nimmt man die Bemerkung an Taurinus, die von Sartorius zi-
tierte und andere zusammen und liest sie im Kontext seiner geodätishen
Arbeiten der frühen 1820er Jahre, so wird man kaum daran zweifeln können,
dass Gauÿ sih mit Fragen dieser Art befasste. Die Einshätzung, ob Gauÿ
sih genau mit der hier diskutierten Frage beshäftigt hat, bleibt der Leserin
überlassen, solange niht eventuell noh eigenhändige shriftlihe Dokumente
von Gauÿ gefunden werden, die dies eindeutig entsheiden. Ih selber bew-
erte die vorliegenden Quellen samt Rekonstruktion der für ihn einsehbaren
Theorieperspektive als einen guten historishen Indizien-Beweis.
Wir können also festhalten:
Der Inhalt von Sahverhalt 4a bzw. 4b war für Gauÿ zumindest heuristish
gut abshätzbar. Die zugrunde liegende Frage oder eine nahe verwandte,
wird er sih gestellt haben müssen, wenn man seine Äuÿerungen zur em-
pirishen Bedeutung der Grundlagenfragen der Geometrie berüksihtigt und
ernst nimmt.
Wir kommen so zu der Shlussfolgerung, dass es für Gauÿ sehr nahe lag
zu prüfen, ob bei den gröÿten auf der Erde vermessbaren Dreieken ein sys-
tematisher Anteil des Shlieÿungsfehlers feststellbar ist, der auf eine shon
auf terrestrishem Niveau wahrnehmbare Abweihung der Raumkrümmung
von 0 hinweist. Die Antwort auf diese Frage war nah den Messungen von
1823 klar negativ. Die Shlieÿungsfehler einiger kleiner Dreieke des Han-
noveranishen Netzes lagen zum Teil über 1′ und übertrafen damit den des
groÿen Dreieks erheblih; und selbst noh der mittlere Fehler der bei den
Ausgleihsrehnungen ermittelten Rihtungskorrekturen des gesamten Net-
zes (ohne Einbezug des groÿen Dreieiks) lag bei 0, 48′′, wie Gauÿ 1823 im
November an Bessel mitteilte,
31
und damit nur wenig unter dem des△BHI.
Allerdings ist noh eine kritishe Rükfrage zu bedenken: Warum gibt es
30
Die entsprehende Approximationsüberlegung ist natürlih auh ohne Tangential-
räume an Mannigfaltigkeiten durhführbar. Sie muss dann eben nur anders (aus unserer
Siht etwas umständliher) formuliert werden Bei der Projektion in den Ekpunkten des
Dreieks geht es um die Darstellung räumliher Gebiete in der Gröÿenordnung von jeweils
1 m (in alle drei Raumdimensionen). Es reiht ja, die Projektion in eine Parallelebene zur
Tangentialebene an das Geoid durh den Messpunkt vorzunehmen, in dem der Theodolit
steht.
31
(Gauss Werke, IX, 366), zitiert auh in (Breitenberger 1984, 282).
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keinen Hinweis auf Versuhe von Gauÿ, die Winkel des Lihtstrahlendreieks
△BˆHˆIˆ direkt zu messen, wenn er wirklih Interesse daran hatte, an diesem
Fall die Gröÿenordnung der von ihm vermuteten Raumkrümmung zu über-
prüfen?
32
Wäre das niht einfaher, als all die verwikelten Überlegungen
zum Verhältnis von euklidisher und nihteuklidisher Geometrie in Kauf zu
nehmen, die hier zu diskutieren waren und die die mathematikhistorishe
Diskussion so irritiert haben? Und ist niht das Fehlen jedes Nahweises
einer direkten Winkelmessung des ebenen groÿen Dreieks ein Hinweis da-
rauf, dass doh alles anders war, und Gauÿ nihts anderes erreihen wollte
als einen besseren Shlieÿungsfehler als alle Vorgänger, aber eben doh nur
aus Siht der traditionellen Geodäsie?
So nahe diese Frage an den Kern der Überlegungen herankommt, so wenig
liefert sie einen weiteren (den letzten ?) Einwand gegen die Glaubwürdigkeit
der von Sartorius berihteten Gauÿshen Auswertungsüberlegung der Mes-
sungen von 1823. Man muss sih nur vergegenwärtigen, was Gauÿ hätte tun
müssen, um die Winkel der Ebene BˆHˆIˆ direkt zu vermessen. Noh die kle-
inste Shwierigkeit wäre gewesen, dass er König Georg IV die Finanzierung
eines dritten Messtrupps hätte shmakhaft mahen müssen (obwohl selbst
das mögliherweise niht leiht gewesen wäre, weil ein geodätisher Nutzen
niht zu vesprehen war). Die Heliotropmessungen mahen dann ja niht nur
im Hauptmesspunkt (etwa auf dem Hohehagen bei der Messung des Winkels
6 BˆHˆIˆ) einen Messtrupp notwendig, sondern je einen weiteren in den beiden
anderen Dreiekspunkten (auf dem Broken und dem Inselsberg), um die bei-
den Heliotropen zur Markierung der Zielpunkte der Visierlinien einzuriht-
en. Aber das Hauptproblem wäre ein anderes gewesen: Es wäre nämlih ein
völlig neuartiges Messinstrument erforderlih geworden, mit dem simultan
oder in kurzer zeitliher Aufeinanderfolge zwei optishe Ahsen ausgerihtet
und eingemessen werden können, um dann den dazwishen liegenden Winkel
in einer geneigten Ebene mit höhster Präzision zu vermessen. Mit einem
Theodoliten, selbst mit dem von Gauÿ verbesserten, war und bleibt eine
solhe Messung unmöglih.
33
Es bleibt also dabei: Die in Sartorius' Beriht angedeutete Methode, den
Shlieÿungsfehler selbst als ein Shrankenkriterium für die Raumkrümmung
32
Wieder so eine Frage Jeremy Grays, die direkt den Kern unserer Geshihte erhellt.
33
An dieser Stelle wirkt sih die irreführende Darstellung der von Gauÿ angeblih aus-
geführten Shritte bei der Auswertung der Messungen von Herrn Breitenberger (1984,
280) erheblih aus (siehe Anm. (22). Sie erwekt den Eindruk, als wären die Winkel des
Lihtstrahlendreieks messmethodish primär und die projizierten Winkel des geodätis-
hen Dreieks daraus im zweiten Shritt erst nahträglih zu berehnen. In Wirklihkeit
ist jedoh die Projektion der Winkelmessung in die Tangentialebene durh die Horizon-
tierung des Theodolits gewissermaÿen shon in den Messprozess eingebaut. Die (dazu
shief liegenden) Winkel des Lihtstrahlendreieks können mit dem Theodoliten überhaupt
niht direkt gemessen werden. Ihre Berehnung ist weder für die geodätishe Auswertung
noh für deren Auswertung als Genauigkeitsshranke für die Gültigkeit der euklidishen
Geometrie nötig, wenn man das Shlieÿungkriterium wie oben erläutert einsetzt.
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zu verwenden, bleibt im Rahmen der vorhandenen Messinstrumente erhe-
blih einfaher und durh leihte Zuspitzung der üblihen geodätishen Mess-
methoden (Auswahl und Abtrennung eines groÿen Dreieks vom Netz, Mes-
sung mit der höhsten erreihbaren Präzision für Einzeldreieke) realisierbar.
Dabei sei hier noh einmal ausdrüklih darauf hingewiesen, dass dazu keine
Rükrehnung auf die einzelnen Winkel des Lihtstrahlendreieks △BˆHˆIˆ
erforderlih war,
34
sondern allein die Abweihung der Winkelsumme berük-
sihtigt werden musste. Dabei war es lediglih eine Frage des Geshmakes,
der Anshaulihkeit oder der direkten Vergleihbarkeit, den Shlieÿungsfehler
bezüglih der erwarteten sphärishen Winkelsumme (180◦0′14, 85 . . .′′) oder
der um den sphärishen Exzesss bereinigten ebenen Winkelsumme (zwei
Rehte) anzugeben.
So gibt uns das Ergebnis dieser Rüküberlegung noh einmal eine Bestätigung
dafür, dass das von Sartorius angegebene Kriterium auf eine höhst sinnvolle
Methode der Überprüfung hinweist.
Dies gilt allerdings nur, wenn man bereit ist, die Gauÿshe Frage nah
einer möglihen Gröÿenordnung der Raumkrümmung in einem Verhältnissse
zu solhen Grössen, welhe im Bereih unserer Messungen auf der Erde
liegen, überhaupt als ein sinnvolles Problem anzuerkennen.
6. Zusammenfassung und Ausblik
Gauÿ hätte nur dann Grund gehabt, der Frage eines eventuellen terrestrishen
Nahweises der Krümmung des physikalishen Raumes nah 1823 weiter
nahzugehen, wenn beim groÿen Dreiek ein auällig groÿer negativer Shlieÿungs-
fehler aufgetreten wäre. Tatsählih lag jedoh die aus dem (negativen)
Shlieÿungsfehler zu ermittelnde Korrektur der einzelnen Winkel bei 0, 2′′
und damit sogar noh unterhalb des mittleren (quadratishen) Fehlers (der
empirishen Standardabweihung σ = 0, 48′′) der Ausgleihskorrekturen von
Einzelrihtungen, die Gauÿ bei seinem Netzausgleih anzubringen hatte.
35
Aus Siht des 20. Jahrhunderts, also hier der allgemeinen Relativitätstheo-
rie, ist dieses negative Ergebnis niht verwunderlih. Die Abshätzung der
34
Wollte man das auf der Basis von Theodolitmessungen mahen, so wäre eine die erre-
ihbare Präzision weit übershreitende Genauigkeit bei der Bestimmung der sehr kleinen
Neigungswinkel des Dreieks gegen die jeweilige Tangentialebene an das Shwerefeld der
Erde notwendig. Höhenwinkel sind mit guten Instrumenten heute (2003) bis auf 0,1
messbar; sie wären aber unbrauhbar zur Bestimmung der shiefen Winkel des △BˆHˆIˆ,
weil die atmosphärishe Refraktion über so lange Wege sehr shwer kontrollierbar ist.
Daher würde der systematishe Fehler bei kleinen Höhenwinkeln das Ergebnis shliht
unbrauhbar mahen (Auskunft von Herrn Heindl).
35
Sollte Gauÿ einen entsprehenden Vergleih in seinen mündlihen Mitteilungen an
Sartorius von Waltershausen angestellt haben? Dies zu behaupten wäre vielleiht zu
waghalsig; es ist aber keineswegs auszushlieÿen. Den Wert 0, 48′′ als mittlere(n) Fehler
aller Rihtungen, verstanden wie in meiner Theoria Combinationis bezüglih der Ausgle-
ihungen aller Hauptdreieke der Messungen von 1821 bis 1823 gab Gauÿ jedenfalls shon
in seinem Briefwehsel mit Olbers am 2. 11. 1823 an (Gauss Olbers, II, 260).
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Auswirkungen des Gravitationsfeldes der Erde für die Lihstrahlengeome-
trie eines Dreieks der Gröÿenordnung des △BHI durh eine Shwarzshild-
Metrik führt auf eine Winkelsumme π+3 ·10−13 (Rihter 2000).36 Es ergibt
sih damit eine (positive) relativistishe Winkelkorrektur in der Gröÿenord-
nung 10−8′′, also noh einmal vier Gröÿenordnungen unterhalb des von Gauÿ
in den Disquisitiones abgeshätzten Nihtsphärizitätseektes bei Anwendung
des verallgemeinerten Legendre-Theorems.
Nihts davon war zu Beginn des 19. Jahrhunderts a priori absehbar.
Wäre es anders gekommen, hätte also Gauÿ eine signikante Abweihung der
Winkelsumme gefunden, so wäre natürlih weit mehr als nur eine Auswer-
tungsrehnung des einen groÿen Dreieks erforderlih geworden. Das Auftreten
eines solhen von Gauÿ bis 1823/24 oenbar grundsätzlih für möglih gehal-
tene Eektes wäre wohl nur der Auftakt für ein neues umfangreiheres Pro-
jekt geworden, die Raumkrümmung zu vermessen. Es bleibt uns erspart
zu diskutieren, welhe Verbesserungen bei der Messung der Erddaten, der
Auswahl und Koordinatenbestimmung geeigneter Beobahtungspositionen
für groÿe Dreieke, des Ausshlusses atmosphärisher Eekte, der angewen-
deten verbesserten Messmethoden der Dreiekswinkel et. im Rahmen eines
solhen ktiven Projektes terrestrishe Messung der Raumkrümmung notwendig
geworden wären.
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Es ist aber ein Sheinargument, dass all dies method-
ologish unmöglih gewesen wäre; und auh das Kopfshütteln von besser-
wisssenden Spätergeborenen, ein Gauÿ könne doh niht im irdishen Maÿstab
statt im astronomishen nah möglihen Eekten der Raumkrümmung gesuht
haben, geht an der historishen Situation der 1820er Jahre vorbei, in denen
glaubwürdige Parallaxdaten niht vorlagen und niht abzusehen war, wann
sie zur Verfügung stehen würden.
Gauÿ' eigene (terrestrishe) Messungen waren zwishen 1823 und 1838
die verlässlihsten Daten zur empirishen Bestimmung einer oberen Shranke
des Betrags der Raumkrümmung (der Constanten der nihteuklidishen
Geometrie)
C = |κ| < 10−9 km−2 ≈ 0, 04R−2.
Wie oben gezeigt, ist nur eine einfahe, aus Gauÿ' Siht methodologish
naheliegende Dreisatzrehung erforderlih, die von Sartorius überlieferten
Gauÿshe Angabe der Shranke in diese Form der Gl. (4) zu bringen.
Auh ist gut zu verstehen, warum sih die Gauÿshen Äuÿerungen zur
Gröÿenordnung der von ihm erwogenen Raumkrümmung ab Mitte der 1820er
Jahre merklih veränderten. In dem nun shon häug angeführten Brief an
Taurinus im November 1824, ein Jahr nah den Messungen des Dreieks
BHI, aber noh während der Auswertungsarbeiten38 lieÿ Gauÿ durhaus
36
Den Hinweis auf diese Berehnung verdanke ih E. Breitenberger.
37
Hinzu tritt natürlih, dass unter der höhst ktiven Annahme eines nahweisbaren
Eektes der Raumkrümmung für die Winkelsummenmessungen die Abweihung positiv
gewesen wäre.
38
Die Netzmessungen liefen noh im ganzen Jahr 1824, die grundlegenden Auswertungen
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noh zu, wenn auh natürlih im Konjunktiv, dass sih jene Constante
gegebenenfalls durh Messungen auf der Erde oder am Himmel . . . ausmitteln
lasse.
Am Ende seiner Auswertungen wusste er es besser. Im Sommer 1831
shrieb er in einer  für seine Verhältnisse reht ausführlihen  Erläuterung
über seine Einsiht in die NEG an H.C. Shumaher von jener Constante
(die nun k hieÿ):
k [ist℄ eine Constante (. . . ) von der wir durh Erfahrung wissen,
dass sie gegen alles durh uns messbare ungeheuerlih gross sein
muss. In Euklids Geometrie wird sie unendlih. (Gauss Werke,
VIII, 215) zitiert nah (Reihardt 1976, 35)
Im Lihte der hier zusammengestellten Evidenz handelt es sih bei seinen
untershiedlihen Formulierungen über die von ihm für möglih gehaltene
empirishe Nahweisbarkeit der Constante niht, wie manhmal dargestellt,
um eine Unentshiedenheit von Gauÿ, sondern um Untershiede, die in wohlfor-
mulierter Weise eine zeitlihe Entwiklung des von Gauÿ als gesihert ange-
sehen Wissens andeuten.
Dies gilt oensihtlih auh für Gauÿ' Hinwendung zu astronomishen
Messungen zur Bestimmung der Raumkrümmung. Ende der 1820er Jahre
war für ihn geklärt, dass die Konstante |κ| unterhalb der Nahweisbarkeit
bei Messungen auf der Erde (lies: für geodätishe Messungen) liegt. Na-
heliegenderweise rihtete sih sein Augenmerk nun stärker auf astronomis-
he Nahweismöglihkeiten. Deren Problematik war, dass bei dem Ver-
suh einer direkten Beobahtung die Aberration des Lihtes (durh den Ein-
uss der Erdbewegung auf den Rihtungsvektor des einfallenden Strahles)
eine stärkere sheinbare Positionsveränderung hervorruft (in der Gröÿenord-
nung 1′′) als der eigentlihe trigonometrishe Parallaxeekt (Gröÿenordnung
≤ 0, 1′′). Trotz dieser shon von J. Bradley 1729 aufgewiesenen Problematik
gab es zu Beginn des 19. Jahrhunderts vershiedene Ankündigungen von
Parallaxmessungen in der Gröÿenordnung 1′′, die allerdings unter den As-
tronomen zureht umstritten blieben. Für Gauÿ waren sie alle indiskutabel.
Die Lage für Parallaxmessungen änderte sih erst im Jahre 1838 mit F.W.
Bessels Erfolg bei der Bestimmung der parallaktishen Vershiebung von
61 Cygni gegenüber zwei naheliegenden anderen Sternen (0, 314′′ ± 0, 02).
In kurzer Zeit folgten nun weitere (stabile) Parallaxmessungen nah dieser
Methode durh W. Struve und T. Henderson, darunter für α Centauri (etwa
0, 6′′).39
Lobatshewsky hatte shon im Jahre 1830 eine Abshätzung der Raumkrüm-
mung mit einem idealisierten, aber theoretish grundsätzlih gut begründe-
waren im Januar 1825 erreiht (Gauÿ an Shumaher, 7.1. 1825), die Ausgleihsrehnungen
shloss Gauÿ erst im Mai 1826 endgültig ab (Brief an Olbers, 14.5. 1826); siehe (Gerardy
1955, 100103).
39
Siehe (North 1997, 254, 279).
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teten Argument vorgenommen. Dabei berief er sih allerdings auf eine dieser
problematishen Parallaxbeobahtungen (von 1, 24′′ für den Sirius).40
Wie wir wissen, begann Gauÿ ab etwa 1841 mit einem Studium der Ar-
beiten Lobatshewskys. Da er ab 1838 russish lernte, ist es gut möglih
und bei seinem Interesse an der Problematik sogar anzunehmen, dass er in
den 1840er Jahren die entsprehende Überlegung von Lobatshewsky ken-
nen lernte. Unter den neuen empirishen Bedingungen der Parallaxmessun-
gen seit 1838 lagen nun alle Bedingungen dafür bereit, das Problem der
Raumkrümmung durh astronomishe Messungen neu, und nun präzise, zu
behandeln. Wiederum gibt es einen Zeitzeugen, diesesmal B. Listing, der
darüber berihtete, dass Gauÿ in den 1840er Jahren in seinem Seminar über
dieses Problem sprah.
41
Zu diesem Zeitpunkt spielte die Erwähnung eine
möglihen Bestimmung der Raumkrümmung durh terrerestrishe Messun-
gen shon keine Rolle mehr.
Wahrsheinlih erfuhr Bernhard Riemann von dem von Gauÿ nun neu
gestellten Problem einer Abshätzung der Raumkrümmung aus Parallaxmes-
sungen direkt oder indirekt im Umkreis seines shwer zugänglihen Lehrers.
Jedenfalls gab er in seinem Habilitationsvortrag 1854 ein knappes, aber
sehr prägnantes Argument für eine Abshätzung der Raumkrümmung aus
astronomishen Messungen an. Riemann wandte (nah einer naheliegen-
den Rekonstruktion)
42
dieselbe Idee, die Gauÿ der Abshätzung aus ter-
restrishen Messungen zugrunde gelegt hatte, auf astronomishe Beobah-
tungen an  nun allerdings theoretish besser fundiert im Rahmen seiner Ge-
ometrie der (Riemannshen) Mannigfaltigkeiten. Er erhielt so eine von ihm
in verbaler Form, aber völlig präzise angegebene Shranke für die räumlih
gemittelte Raumkrümmung. Mit einem etwas anderen Argument, aber mit
quantitativ gleihem Ergebnis im hyperbolishen Fall, wurde diese Shranke
oenbar unabhängig von K. Shwarzshild wieder abgeleitet: r > 4 · 106
Erdbahnradien (mit r Radius der Raumkrümmung r) (Shwarzshild 1900,
345). Die Auswertung der astronomishen Parallaxmessungen gaben damit
für den Krümmungsradius Abshätzungen, die die Gauÿshe Shranke um 10
Gröÿenordnungen übershritten (Herabsetzung der Gauÿshen Constante
C = |κ| also um 20 Gröÿenordnungen!). Aus dieser Siht ershienen natür-
lih die raumgeometrishen Ergebnisse der Gauÿshen Messungen der 1820er
Jahre völlig obsolet. Doh hatte man das ja niht im vorhinein wissen kön-
nen.
Immerhin war nun ein neues Kapitel der Geshihte der empirishen
Bestimmung der metrishen Raumstruktur erönet. Auh dieses war noh
gänzlih vor-relativistish. Allerdings waren  nah einer Einshätzung
40
(Lobatshewsky 1829-30/1898, 22f.); vgl. (Daniels 1975).
41
Listing berihtete auh nur mündlih in den 1870er Jahren gegenüber seinen Studenten
über seine Erinnerung daran (Hoppe 1925). Diese Information wurde dankenswerterweise
von Herrn Breitenberger wieder in Erinnerung gerufen, (Breitenberger 1984, 289).
42
Eine eigene Publikation zu diesem Thema ist in Vorbereitung.
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von M. Shemmel  K. Shwarzshilds Betrahtungen über die NEG in
der Astronomie (Shwarzshild 1900) eine gute Voraussetzung für dessen
rashe, unter Astronomen exzeptionell frühe, Annahme und produktive Bear-
beitung der Relativitätstheorie sehzehn Jahre später (Shwarzshild 1916a,
Shwarzshild 1916b). So sheint es doh indirekte historishe Beziehungen
zwishen den Überlegungen zur empirishen Bestimmung der Raumstruktur
im 19. Jahrhundert und der allgemeinen Relativitätstheorie zu geben, wenn
auh ganz anders, als dies A. Miller seinerzeit glaubte unterstellen zu dürfen.
Anhang: Ergänzung zur Begründung von Sahverhalt 4
Bezeihnen wir den Neigungswinkel der Ebene des Dreieks△BˆHˆIˆ im Punkt
Bˆ gegenüber der Normalen zum Geoid mit ν, so stehen der Winkel βˆ im
geneigten Dreiek und der in die Tangentialebene projizierte Winkel β in
der Beziehung
tan
β
2
=
1
sin ν
tan
βˆ
2
.
Abbildung 2: Winkel im geodätishen Dreiek und Lihtstrahlendreik
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Mit den Abkürzungen
c :=
1
sin ν
, z0 := βˆ0, h := ∆β, z = z0 + h = βˆ
wird
β(z) = 2 arctan(c tan
z
2
).
Reihenentwiklung um z0 liefert für β0 := 2 arctan(c tan
z0
2
):
β(z) = β0 +
c(1 + tan2 z0
2
)
1 + c2tan2 z0
2
h+ o(h) (5)
Beim Gauÿshen groÿen Dreiek dieriert ν um weniger als 0,5◦ vom reht-
en Winkel; c untersheidet sih erst in der Gröÿenordnung 10−5 von 1. Der
Koezient des linearen Term der Reihenentwiklung ist daher in sehr guter
Näherung c ≈ 1.
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